18. Markierte Graphen und Prozesse

Systeme der Informatik berechnen selten eine einzelne dhesguf der Basis einer konkreten
Eingabe. Stattdessen bestehen solche Systeme aus eizahVi®n Komponenten, oRrozesse
genannt. Diese Komponenten sind grof3tenteils unabbamgieinander, teilweise interagieren
sie jedoch miteinander, um gemeinsam etwas zu erreichem shlacht hier von nebenlaufigen
(engl.concurrenj Prozessen, welche neben lokalen Aktivitaten auch In&ionen untereinan-
der austauschen. Beispiele sind allgegenwartig: eineribaink von Google, das GPS Satelliten-
navigationssystem, ein gewohnliches Betriebssystene, EPU im Zusammenspiel mit einem
3D-Graphikprozessor, ein Mobiltelefon im GSM Netz, ein $hksser und die entsprechende
Uhr mit Empfanger am Handgelenk. Man spricht zusammeeafasauch von reaktiven Syste-
men.

Die lokalen Aktivitaten der reaktiven Systeme sind zurygiezedurale Berechnungen im be-
kannten Sinne, und kdnnen beispielsweise als Prozedu@N L adaquat reprasentiert werden.
Die Beschreibung und Analyse der Nebenlaufigkeit und &kigon geschieht in der Regel mit
Kantenmarkierten Graphemiese stehen im Mittelpunkt dieses Kapitels.

18.1 Graphen mit Kantenmarkierungen

Wir betrachten zunachst eine beliebige Medgeron Kantenmarkierungen, und werden spater
sehen, wie wir dieser Menge mehr Struktur verleihen konMindieser Mengel definieren

wir einen markierten Graph wie folgt: Ein markierter Graghein TripelG = (V, M, E), so
dasst C V x M x V. Beachten Sie, dags keine binare, sondern eine ternare, also dreistellige
Relation ist. Anstelle der Notatiofw, m, w) € E (aus Kapitel 8), schreiben wir au¢h, m, w) €

E.

Abb. 18.1 enthalt einige Beispiele fur kantenmarkiertaghen mit Knotenmengé =
{0, 1,2, 3} und Kantenmarkierungen ag = {a, b, c}.

Aufgabe 18.1.Was ist der Unterschied zwischen einer ternaren ReldfianV x M x V/, einer
FunktionE € V x M — V, und einer Funktiortl € V' x M — V? Geben Sie Beispiele, die
den Unterschied deutlich machen.

Aufgabe 18.2.Zeichnen Sie die markierten Graph@n M, E) zu
-V ={A} M ={a,b} ,E={(A,a,A), (A, b, A)};
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Abbildung 18.1: Einige markierte Graphen mit Knotenmenge= {0, 1,2,3} und Kanten-
markierungen aud/ = {a,b,c}. Links sehen wir einen Graph mit = {(0,a, 1), (0, a,2),
(1,0,3),(2,¢,3)}. Danebent = {(0,a,1),(1,c¢,3),(1,b,2)}, und schliessliclE = {(0,a, 1),
(1,5,0),(0,b,3),(1,b,0)}.

—-V=N,M=N,E={(n,(n mod 3),n+3) | n € N};
-V ={AB,C}, M ={a,b,c}, E={(A,a,B),(B,b,C),(B,c,C),(B,b,C)}.

Wir erweitern einige Definitionen fur Graphen und Relaéoraus Kapitel 8 auf markierte
Graphen wie folgt:

SeiG = (V, M, E) ein markierter Graph, und séf = (V, E’) der Graph, der durch Weglas-
sen der Markierungen ausentsteht, d.hE’ = {(v,w) € V? | 3Im € M : (v,m,w) € E}.
— Ein Knotenw hei3tNachfolgereines Knotens, wenn (v, w) € E’. Er heil3tm-Nachfolger
vonw, wenn(v, m,w) € E

— Ein Knotenv heil3tVorgangereines Knotens, wenn(v, w) € E’. Er heil3tm-Vorgangervon
w, wenn(v, m,w) € E.

— Zwei Knoten heiReenachbarbder adjazent, wenn sie (# benachbart sind.

— Ein endlicherPfadist ein nichtleeres Tup€by, my, ..., vn_1,My_1,0,) € (V x (M x V)*),
sodass fur alle € {1,...n — 1}, (v;, m;, v;41) € E.

— Die Definitionen von Ausgangspunkt, Endpunkt, Lange ePiesles, einfache Pfade und Zy-
klen Gibertragen sich vom unmarkierten Grapbién

—Ist (v, mq, ..., Vp_1,Mpy_1,v,), €in Pfad, soistm,, ..., m,_1) die Spurvom Ausgangspunkt
v; zum Endpunkb,, in G.

— Ein Knotenw ist von einem Knotem mit SpurM € M* in G erreichbar, wenn es einen Pfad
mit Spur M vom Ausgangspunkt zum Endpunktv in G gibt.

— Ein Knotenv hat die SputM in G, wenn von ihm ein Knotem mit Spur M in G erreichbar
ist.

— Die Definitionen von Wurzel, Quelle, initial, Senke, termlimnd isoliert ibertragen sich vom
unmarkierten Graphefy'.

— Eine Spur heil3vollstandig wenn ihr Endpunkt terminal ist.
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— Ein Graph ohne Zyklen heifdizyklischer Graph

— Ein markierter Graph'V, M, E) heil3t Teilgraph eines GraphertV’, M’ E"), wennV C
VM C M',E C E gilt.

— Fur einen markierten Graphdiv, M, E') und Knotenv € V' bezeichnetReach(G,v) den
maximalen Teilgraph, der alle varerreichbaren Knoten mit den zugehorigen Kanten umfasst.

— Die Umkehrrelation zw& ist E~ = {(w, m,v) | (v,m,w) € E}.

Gerne benutzen wir Pfeilsymbole fiir die Relation, und eiden dannv = w, falls
(v, m, w) €—.

18.1.1 Prozesse

Ein Prozessst ein Paar(G,v), wobeiG = (V, M, E) ein markierter Graph ist, und € V
einen Knoten als Anfangsknoten (odeitialen Knoten) auszeichnet. Fur einen Prozéss=
(G, v) bezeichnen wir mitl'races(P) die Menge aller Spuren, diein G hat. AuRerdem be-
zeichnen wir mitReach(P) den Prozes$Reach(G,v),v). Beispielsweise ist'races(P) =
{{a), {a,b), (a,c)} fur zwei der drei Prozesse in Abb. 18.1, wobei jeweils deotén( der An-
fangsknoten sei.

Aufgabe 18.3.Sei(G’,v) = Reach(P). Zeigen Sie, das§’ zusammenhangend ist.

18.2 Aquivalenz von markierten Graphen und Prozessen

Wir wenden uns nun der Frage zu, wann zwei Graphen (oder $gegaquivalent sind. Diese
Frage ist fur nebenlaufige Systeme von ahnlicher Beduie die bereits mehrfach diskutierte
Frage, wann zwei Programme aquivalent sind (Kapitel 2@ Kiapitel 9.8). Allerdings ist die
Antwort nicht ganz offensichtlich. Wir werden zunachstezwerschiedene Definitionen kennen
lernen, die wir spater noch verfeinern werden. Die erstend®n basiert auf der Idee, dass zwei
Prozesse dann gleich sind, wenn diese dieselben Spuren.habe

Definition 18.1. Zwei Prozessé® = (G,v) und@ = (G',v') (P ~4, Q) sind spuéquivalent
<di4f>Traces(P) = Traces(Q).

Anschaulich gesprochen sifldund ) spuraquivalent, wenn jede Spur vénauch Spur vort)
ist, und umgekehrt.

Aufgabe 18.4.Bestimmen Sie die Spuren der Prozesse in Abb. 18.1, wobeilgder Knoten
0 der Anfangsknoten sei. Welche Prozesse sind spuraquot?ale

Eine alternative Definition verwendet den Begriff der Isoptoe aus Kapitel 8.12.
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Definition 18.2. Zwei Prozess&V, M, E),v) und ((V', M', E’),v") sind isomorph, wenn es ei-
ne Bijektionp € V' — V" gibt, sodas$v,, m, v,) € E genau dann, wenty(vy), m, ¢(vq)) € E',
undo(v) = v'.

Zwei Prozessé’, () sind isomorph P =2 @), wenn ihre Graphen isomorphe Struktur besitzen,
d.h. dass die Knoten bijektiv aufeinander abbildbar simd, die Bijektion die initialen Zustande
aufeinander abbildet. Beachten Sie, dass Isomorphie diaikrvonl” auf diejenigen vorv’ ab-
bildet, wahrend die Kantenmarkierungen nicht abgebildiden. Isomorphie erlaubt uns also,
von den Identitaten der Knoten zu abstrahieren.

Wir betrachten dazu folgendes Beispiel: links der Prozéss- (G, 3) mit Knotenmenge
{0,1,2,3} und rechts der Prozesg = (G’, A) mit Knotenmengg A, B, C, D}. Der Anfangs-
knoten ist dabei jeweils mit einem Pfeil gekennzeichnet.

Beide Prozesse sind isomorph, da die Bijekf¢n, A), (2, B), (1,C), (0, D)} die Bedingungen
aus Definition 18.2 erfullt.

Aufgabe 18.5.Welche der Prozesse aus Abb. 18.1 sind isomorphR,auelche zu)?
Proposition 18.1. Zwei isomorphe Prozesse sind spguivalent.

Beweis.SeiP = ((V, M, E),v)und@ = ((V', M', E"),v"),und seip € V — V" eine Bijektion,
sodasgv;, m,v2) € E genau dann, wenf(v, ), m, ¢(ve)) € E', undg(v) = v'.

Wir zeigen nufl'races(P) C Traces(Q), die andere Richtung geht analog myit', der Um-
kehrfunktion vong, die sicher existiert (warum?). Séin, ..., m,_1) € Traces(P) beliebig,
also eine beliebige Spur van Wir mussen zeigen, dass diese auch eine Spupish

Aufgrund der Definition von Spurf gibt es Knoten v,,...v, € V', sodass
(v,Mq, V2, ..., Vp_1,My_1,0,), €N Pfad in £ ist. Wenn wir zeigen konnen, dass dann
(p(v),my, d(va), ..., (Vy—1), Mmn_1,d(v,)), €in Pfad inE’ist, dann ist damitm,, ..., m,_1)
eine Spur vorp(v') = v, und wir sind fertig.

Es bleibt also zu zeigen, dass weq, m,vs, ..., vn_1,my_1,v,) €in Pfad vonv; ist (in
E), dass aucl{o(vy), my, ¢(v2), ..., d(vp—1), mn_1, ®(vy,)) €in Pfad vong(v, ) ist (in £'). Wir
zeigen dies per Induktion Uber

n=1: Mit (v, my,v5) € E ist (nach Voraussetzund)s(vy), m1, (v2)) € E', und damit
(@(v1),m1, ¢(v,)) ein Pfad.
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n > 1: Mit (v,_1,m,v,) € E ist (nach Voraussetzund)(v,_1),m,¢(v,)) € E’. Da der
Pfad (vy, my, va, ..., Uy_2, my_o,v,_1) Kurzer ist, dirfen wir annehmen (Induktionsannah-
me), dasso(v), my, d(va), - . ., d(vn_2), My_2, p(v,_1)) €in Pfad vory (v, ) ist (in E’). Aus
beiden folgt die Behauptundp(v), m1, ¢(v2), ..., d(vn_1), mu_1, d(v,)) ist ein Pfad von
6(v) (in E).

Aufgabe 18.6.Gilt die Umkehrung der obigen Proposition?

Aufgabe 18.7.Zeigen Sie, dass Isomorphie auf Prozessen Amevalenzrelation ist. Zeigen
Sie dasselbe fur Spuraquivalenz. (Erinnerung: Bigaivalenzrelation ist eine reflexive, transi-
tive und symmetrische, binare Relation. Eine Relafibist symmetrisch, wenk~! C R gilt.)

18.3 Eine Sprache fur Prozesse

Uns interessiert nun die Frage, wie wir Prozesse erzeugene. Wir haben zuvor (Kapitel 7)
gesehen, wie sich reine und markierte Baume in einer Ser@ath SML Datenstrukturen) dar-
stellen lassen. Nun machen wir in gewissen Sinne das umdekélir geben eine einfache
Sprache fur Graphen, bzw. Prozesse. Die konkreten Knesanthner sind dabei fur uns unwe-
sentlich. Wir versuchen, stattdessen, Prozesse bis aubigphie erzeugen zu kdnnen, d.h. es ist
nicht von Bedeutung, wie die Knoten im Graph des ProzessBeimeDer erste Schritt ist eine
Sprache fur (kantenmarkierte) azyklische Graphen.

18.3.1 Abstrakte Syntax

Die abstrakte Syntax einer Sprache beschreibt die Bauf@nsgrachelblicherweise defi-
niert man die abstrakte Syntax einer Sprache mithilfe essbematischen Darstellung, die als
abstrakte Grammatik bezeichnet wird.

Abb. 18.2 zeigt eine abstrakte Grammatik fur unsere erstachel, wobei wir eine beliebi-
ge MengeVl von Markierungen annehmen. Wir finden darin drei Operataeen nullstelligen
Operator 0, einen zweistelligen Operator’, sowie einen zweistelligen Operatof”. Lassen
Sie sich nicht von den verwendeten Symbol@rund '+ verwirren, bevor wir uns die Bedeu-
tung dieser Sprache bewusst gemacht haben. Wir lesen dienGtk in dieser Abbildung wie
folgt:

— 0istin der Sprachéd,.
— WennP in der Sprachd,, ist, unda € M, dann ista. P in der Sprachéd.,.
— Wenn P, in der Sprachd, ist, und P, ebenfalls, dann isP; + P, in der Sprachéd.,.

Wir nennen die Elemente valy Termeder Sprachd.,. Die einzelnen Konstrukte sollen dabei
die folgende intuitive Bedeutung haben:
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ae M
Pely =0 | aP | P+P

Abbildung 18.2: Abstrakte Grammatik van,.

— 0 ist der Term, der keinerlei Nachfolger besitzt, entspradhb einem terminalen Knoten.

— Der Terma. P besitzt eine Kante, die zum Termfuhrt und mita markiert ist.

— P, + P, stellt einen Term dar, der alle die ausgehenden Kanterzhedi die TermeP; oder
P, besitzen.

Aufgrund dieser Intuition heifl3t der Operator auch Prafix-Operator, der Operator” heildt
Auswahl-Operator, und)’ wird gemeinhin schlichtSto-Operator) genannt. Hier sind einige
sehr einfache Beispiele, die die intuitive Bedeutung dem&ein Form von Prozessen erhellen.
Aufgrund der Tatsache, dass Knotenbeschriftungen funigig relevant sein sollen, sind diese
in diesen Beispielen nicht aufgefuihrt. Allein die Struktler Graphen und die Kantenbeschrif-
tungen sind fir uns von Bedeutung.

o o—o \070 o oo
b b
0 a.0 b.0 (a.0) + (b.0) a.((a.0) + (0.0))

Wir postulieren die folgenden Klammersparregeln:

P+Q+R ~ (P+Q)+R + klammert links
a.b.P ~  a.(b.P) . klammert rechts
a.P+@Q ~  (a.P)+Q Punkt vor Strich

Aufgabe 18.8.Fugen Sie die fehlenden Klammern in die folgenden Termewelty a.(P+a.Q),
a.P + a.Q, a.a.a.a.a.0, a.P + (b.QQ), unda.P + a.b.Q.

18.3.2 Semantik vonL

Die Semantik einer Sprache legt die Regeln fur die Ausfiilgrvon Elementen der Sprache, al-
so den Termen von,,, fest. Typischerweise unterscheidet man zwischerstgischerund der

dynamischersemantik, wobei diestatischeSemantik die Bedingungen formuliert, die seman-
tisch zulassige Terme erfullen missen. Das heil3t, igeltieinen gibt es Terme, die syntaktisch

! Siehe dazu auch Kapitel 2.8 und Kapitel 12
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zulassig sind, die aber semantisch keinen Sinn ergebeminMapitel 2.6 und 2.8 bereits dis-
kutiert, geschieht dies in SML zum Beispiel, indem gepwiifd, ob eine Phraseohlgetyptst.
Dies ist aufgrund der Einfachheit unserer Sprache (keirteribgoen) nicht sehr erhellend, wir
uberspringen diesen Schritt daher zunachst.

Die dynamische&semantik beschreibt, welche Ergebnisse die Ausfuhrult@sgiger Terme
liefern soll. Etwas formaler kann man sagen, dass wir fgetlemissen, welches mathemati-
sche Objekt mit einem Term assoziiert werden soll. In umsdfentext soll das Ergebnis der
Ausfuhrung (die Semantik) eines Term@sein ProzesgG, v) sein (wobeiGG azyklisch ist).
Dafur haben wir festzulegen, wés = (V, M, —) ist und wasv € V ist. Um diese Frage zu
beantworten, bedienen wir uns zunachst eines — eleganerhrischen Kniffes. Wir identifi-
zierenV mit Ly: die Knoten eines Prozesses sind alle erlaubten Terme dacl8p Das heil3t,
die Kanten des Prozesses verbinden Terme der Sprache, hadige— eine Teilmenge von
(Lo X M x Ly).

Damit ist intuitiv klar, dass der Anfangsknoten der Senawntin P, der KnotenP selbst ist.
Nun bleibt es, festzulegen, was die Relatiensein konnte. Wir werden die ternare Relation
— mithilfe so genannter Inferenzregeln definieren, die wiKapitel 2.6 bereits kennen gelernt
haben.

Allgemein hat eine Inferenzregel die Form

A A,
A

Die Aussagem; ... A,, Uber dem Strich werden aRramisserbezeichnet und die Aussage
unter dem Strich al&onklusion Wir sagen, dass die Aussagemit der Regel aus den Aussa-
genA; ... A, abgeleitet werden kann. Hat eine Regel keine Vorbedingsmggst sie ohne jede
Vorbedingung gultig, man spricht dann trefflich von ein&riom(vgl. dazu die Nomenklatur in
Kapitel 8.4).

Abb. 18.3 zeigt die definierenden Inferenzregeln fur dienlyee—, wobei— genau die Tripel
enthalten soll, die mit den Regeln abgeleitet werden kinRér jede Regel ist links ein Name
angegeben. Die Regetefix ist ein Axiom. Als konkretes Beispiel betrachten wir diedrénz-
regelchoice_l:

wobein > 0

PSP

P+Q3% P
Die Regel besagt, dass die Karfe+ @ = P’ (also das Tripel P + Q,a, P') ) dann in—
enthalten ist, wenn die Kant® = P’ darin enthalten ist. Insgesamt besagen die Regeln, dass
fur jedesP, ) € Ly und jedes: € M gilt,
- (a.P,a, P) € —;
- (P+Q,a,P) e —,wenn(P,a, P') € —;
- (P+Q,a,Q) € —,wenn(Q,a, Q") € —;
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a / a /
— choice_l # choice_r M
a.P—P P+Q— P P+Q—Q

prefix

Abbildung 18.3: Semantik voh,

— nichts sonst ist Element vop.

Beachten Sie, dass wir festgelegt haben, dass inur die Tripel liegen, die durch die Infe-
renzregeln abgeleitet werden konnen, und sonst keineeiSrgksagt ist- die kleinste Relation
(bezuglich der Inklusionsordnun@), die den obigen Regeln genugt. Jetzt wollen wir den Be-
griff der Semantik eines TermB € L, formal definieren. Sei

gLo = {(LQ,M,E) ‘ EC LyxMx LO}
die Menge aller Graphen ib&f mit Knotenmengé.,. Wir nennen die Funktion

[[_]]E L0—>gL0><L0
mit [ P | = (Lo, M, —), P)

die Semantik der Terme vahy,.

Bei der grafischen Veranschaulichung der Semantik eineaslBrbeschranken wir uns auf
die Darstellung vorRReach([ P ]), denn dies ist das Fragment der Semantik, welches uns inter-
essiert.

Die obigen Inferenzregeln konnen dazu verwendet werdeninukompakter Form die Se-
mantik eines Terme#® abzuleiten. Man erzeugt dafir fur jede KanteRaach([] P ]) einen
sogenannteBeweisbaumwelcher die Existenz dieser Kante Reach([ P |) beweist. Wir be-
trachten als Beispiel den Ter(a.0 + 0) + 0.(0 + 0). Wir erhalten die folgenden Beweisbaume,
welche fur jede Kante die Pramissen “aufstapeln”, bisfeitom erreicht ist.

—— mit prefix _ _

a.0 =0 _ ; mit prefix
——— mit choice.| b.(04+0)—0+0 _
a.0+0—0 _ . 5 mit choice_r

mit choice.| (a.04+0)4+b.(040)—=0+0

(a.04+0)+b.(0+0) >0

Da jede der Regeln voh, hochstens eine Pramisse besitzt, verzweigen sich dieBbaume
nicht. Wir werden spater auch Verzweigungen der Beweistgakennenlernen. Aufgrund der
obigen Inferenzen besitzt der Prozg(:.0 4+ 0) + b.(0 + 0) | die folgende grafische Darstel-
lung:
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—{(a.0 +0) +b.(0 +0)

Dl I i

Aufgabe 18.9.Leiten Sie mit den Inferenzregeln die Kanten fur folgendezBsse heg, 0 + 0,
a.0,a.b.0 + a.c.0, a.(b.0 + ¢.0), a.b.(0 + 0) + a.b.0. Zeichnen Sie die jeweiligen Prozesse.

Wir beantworten nun die Frage, inwiefern wir jeden endlicheyklischen Prozess tUbgf
durch einen Term vom,, — bis auf Isomorphie — darstellen konnen.

Proposition 18.2. Fur jeden endlichen azyklischen Prozéés v) Uber M gibt es einen Term
P € Ly, so dal3,Reach((G,v)) zuReach(] P ]) isomorph ist.

Wir verzichten auf den Beweis dieser Proposition, da der &gwtwas umstandlich ist. Die
folgende Aufgabe dient dazu, in den nétigen Umstand eingveinzufihren.

Aufgabe 18.10.Geben Sie einen Term ausl, an, dessen Semantik isomorph
zu dem Prozess(G,0) ist, wobei G = ({0,1,2,3,4,5,6},M,E) mit E =
{(0,a,1),(0,a,2),(0,a,3),(1,b,4),(2,b,5), (3,b,6)}.

Aufgabe 18.11.Beweisen Sie, dass fur beliebige @ € L, der Prozesskeach([ P+ Q ])
isomorph zu Reach([ Q@+ P]) ist. Ist auch Reach([a.(P+Q)]) isomorph zu
Reach(] a.(Q + P) ])? Ist Reach(] a.Q) ]) isomorph zuReach([ a.Q + a.Q) ]|)? Wie steht es
mit Reach([ a.(P + Q) + a.(P + Q) ]) undReach([ a.(P + Q) + a.(Q + P) ])?

18.3.3 L: Syntax fur beliebige Graphen

Um beliebige Graphen beschreiben zu konnen, fehlen uns Aasdrucksmittel zur Darstel-
lung von Zyklen. Dazu bedienen wir unskursiver Gleichungerwie wir sie bereits mehrfach
gesehen haben. Konkret werden die Gleichungen ganz hmnlicdlen verschrankt rekursiven
Definitionen von Funktionen, die wir in Kapitel 8.2 kennelgget haben, verwendet.

Wir fuhren dazu eine Meng®ar von Rekursionsvariableein, welche als linke Seiten in
definierenden Gleichungen fungieren, und uns damit Migbkm, Knoten, die auf Zyklen liegen,
syntaktisch auszuzeichnen, und Kanten dorthin zuridevezu lassen. Hier ist dazu ein erstes
Beispiel. Mit der VariablenX € Var kbnnen wir einen einfachen Zyklus wie folgt definieren:

a
X =abX »@
b

Der von X erzeugte Prozess ist rechts angedeutet. Im allgemeinevefakenden wir mehrere
Gleichungen, die oft verschrankt rekursiv definiert singk etwa in folgendem Fall:
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a€eM
X e Var
PeL =0 | aP | P+P | X

Abbildung 18.4: Abstrakte Grammatik van

a
X =abyY a a
Y=bZ+aY »%o@@o
b

Z =aY

Der von X erzeugte Prozess ist wiederum rechts angedeutet.

Wir nehmen an, dass eine Menge solcher Gleichungen disjatidr nicht unbedingt
erschopfend ist (vgl. Kapitel 4.6). Auf der linken Seiter ddeichungen finden wir Rekursi-
onsvariablen au$’ar, auf der rechten Seite finden wir Terme. Diese Terme entsprean
Wesentlichen den Termen vdn, mit dem Unterschied, dass auch Rekursionsvariablefvaus
in den Termen vorkommen konnen. Die abstrakte Grammatikedierweiterten Spracligst in
Abb. 18.4 angegeben. Man sieht, dass bis auf RekursioatlaniX € Var die Grammatik mit
der Grammatik vorl, aus Abb. 18.2 tUibereinstimmt.

Mit diesen Festlegungen definiert uns eine Menge solcheacl@lagen offensichtlich eine
partielle Funktion" € Var — L. In Mengenschreibweise ergeben die obigen Beispiele die
folgenden partiellen Funktionen:

I={(X,abX)} bzw. I'={(X,abY),(Y.a.Z+bY),(Z aY)}

Wir nennenl” € Var — L eineMenge von rekursiven Gleichungéber L. Wenn(X, P) € I,
alsoI'(X) = P ist, kdbnnen wir sagen, das§ den gleichen ProzelR wiE reprasentiert, nur
dass jedesmal, wenn eine Variableerreicht wird, mit der rechten Seif&Y") der definierenden
Gleichung vony” fortgesetzt wird.

Ein jedes!” beschreibt, wie wir sofort sehen werden, einen Graph — nait odne Zyklen. Den
Zusammenhang zwischéhund Graph werden wir wiederum durch eine semantische Alnigd
beschreiben. Fur ein gegebeneésiefert uns die Semantik einen Prozel3, indem wir einen Term
aus L als Anfangszustand festlegen. In den beiden obigen Béspleaben wir jeweilsX als
Anfangszustand festgelegt.

18.3.4 Semantik vonL

Wie zuvor wird die Semantik vorh eine Abbildung jedes Termes vdnauf einen Prozess sein.
Diese Semantik ist naturlich von der Festlegung einetiinesten Menge rekursiver Gleichungen
I" abhangig.
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a / a / _ a /
choice_l i choice_r ﬂ rec rx=p P=p

prefix — P T @ o7
aP %P P+Q5P P+Q5Q x5

Abbildung 18.5: Semantik voh fur I € Var — L

Fir eine gegebene Menge rekursiver Gleichunfdiber L ergibt sich die Semantik voh
durch das Anfiuigen einer einzigen Inferenzregel an die Reges Abb. 18.3:

INX)=P P4 p
xXsp

rec

Diese Regel besagt, dass die linke Séiteiner Gleichung vor™ einena-NachfolgerP’ hat,
wenn auch die rechte Seiféeinen solchen hat. Die sonstigen Regeln bleiben unverradie
Inferenzregeln sind noch einmal in Abb. 18.5 zusammengefllsin wollen wir wiederum den
Begriff der Semantik eines Tern#s € L formal definieren. Zunachst definieren wir

G, ={(L,M,E)| ECLxM x L}

als die Menge aller Graphen ub&f, bei denen die Knotenmenge die Mengast. Fur eine
partielle Funktion” : Var — L sei—p C L x M x L die kleinste ternare Relation, die den
Inferenzregeln aus Abb. 18.5 genuigt. Dies ist also die Meduge fur jedes’, Q € L und jedes

a € M, die folgenden Elemente enthalt:

- (&.P, a, P) € —r,
- (P+Q,a,P') € —p,wenn(P,a, P') € —r;
- (P+Q,a,Q) € -»p,wenn(Q,a,qQ’) € —r;
—(X,a,P") € —p,wennl'(X) = PundP % P’
— nichts sonst ist Element vor 1.
Die Semantik der Terme voh beziglichl™ beschreiben wir durch eine kaskadierte Funktion,
welche als erstes Argument die rekursiven Gleichungerafdmérhalt, und als zweites Argu-
ment den TernP € L, welcher als Anfangsknoten fungieren soll.
[-1¢ Var =~ L)—L—G,xL
[-] T P= (LM —r)P)
Fur[ - ] I" schreiben wir kurz auch_ | .

Wir wollen uns die Funktionsweise dieser Regeln anhand deicking X = a.X, also
I' = {(X,a.X)} veranschaulichen. Eine Kante von existiert gemaf der Definition genau
dann, wenn sie mit den Inferenzregeln abgeleitet werden.kaavon gibt es nur eine:
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a

———— mit prefix
'X)=aX aX-—-X b%
— mit rec P
X —-X

Der fur [ X | resultierende Prozess ist rechts angedeutet, wobei winigtier auf den er-
reichbaren TeilgrapheReach([ X ]) beschranken. Als zweites Beispiel betrachten Wi
{(X,a.b.X)}, welches uns schon bekannt ist, und mochjténX |- bestimmen. Wir erhalten
den rechts angedeuteten Prozess aufgrund der folgendexidgew

a
v
——————— Mt prefix
z mit prefix NxX)=abX abX—0X Iz
b.X — X mit rec b

X 350X

Aufgabe 18.12.Uberzeugen Sie sich davon, dass fiir das obige Beispiet kegiteren Transi-
tionen furReach([ b.X ] ) beweisbar sind. Zeichnen Sieach([ a.(c.X + ¢.b.X) ] ).

Aufgabe 18.13.Erzeugen Sie durch Anwendung der semantischen Regelnaiiedad X | -,
wobei " jeweils gegeben ist durch:

1. X =a.b0+a.c0
2. X=abX+acl
3. X=aaaaX
4. X =a.7
5 X=X
6. X =abY
Y=bZ+aY
Z=aY
7. X=Y
Y=a7
8. X=inY

Y =out. X + in.out.Y
9. X =in.n.out.out. X
Wir haben nun mit. eine Sprache, mit der wir beliebige endliche Prozesse lbisamorphie

syntaktisch notieren konnen. Dies ist auf den ersten Biffdnsichtlich, allerdings ist der Beweis
wiederum etwas umstandlich. Wir verzichten daher zustdarauf.

Aufgabe 18.14.Betrachten Sie die Prozes&e=a.a.a.X , X =a.a.X undX =a.(a.X + a.X)
an. Welche dieser Prozesse sind isomorph, welche spuedepi?
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Bemerkungen

Der in diesem Kapitel aufgezeigte Weg, die Semantik einea@@ zu definieren, geht auf Hen-
nessy und Plotkin (1979/81) zurtick. Er wird gemeinhin &igkdurelle, operationelle Semantik
(SOS) bezeichnet. Das Wastrukturell bezieht sich dabei auf die Tatsache, dass die Semantik
eines komplexen Terms aus der Struktur des Termes und dearfiikraeiner Teilterme ergibt.
Operationellbedeutet, dass die Semantik in sich ein ausfihrbares MoteFustanden und

Zustandsubergangen konstituiert.



